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BAB II

KAJIAN PUSTAKA
A. Hakikat Belajar dan Pembelajaran
Belajar adalah proses yang terus menerus, yang tidak pernah berhenti dan tidak terbatas pada dinding kelas. Hal ini berdasarkan pada asumsi bahwa sepanjang kehidupannya manusia akan selalu dihadapkan pada masalah atau tujuan yang akan dicapainya. Dalam proses mencapai tujuan itu, manusia akan dihadapkan pada berbagai rintangan. Manakala rintangan sudah dilaluinya, maka manusia akan dihadapkan pada tujuan atau masalah baru; untuk mencapai tujuan baru itu manusia akan dihadapkan pada rintangan baru pula, yang kadang-kadang rintangan itu semakin berat. Demikianlah siklus kehidupan dari mulai lahir sampai kematiannya manusia akan senantiasa dihadapkan pada tujuan dan rintangan yang terus-menerus. Dikatakan manusia yang sukses dan berhasil manakala ia dapat menembus rintangan itu; dan dikatakan manusia gagal manakala ia tidak dapat melewati rintangan yang dihadapinya. Atas dasar itulah sekolaha harus berperan sebagai wahana untuk memberikan latihan bagaimana cara mengajar. Melalui kemampuan bagaimana cara belajar, siswa akan dapat belajar memecahkan setiap rintangan yang dihadapi sampai akhir hayatnya.

1. Belajar

a. Pengertian Belajar
Secara umum belajar dapat diartikan sebagai proses perubahan perilaku akibat adanya interaksi individu dengan lingkungannya. Dalam arti luas mencakup pengetahuan, pemahaman, ketrampilan, sikap dan sebagainya.Setiap perilaku ada yang tampak atau dapat diamati, dan ada pula yang tidak dapat diamati.

Belajar adalah perubahan kemampuan dan disposisi seseorang yang dapat dipertahankan dalam suatu periode tertentu dan bukan merupakan hasil dari prosas partumbuhan. Mayer yang dikutip oleh Seels dan Rita mengemukakan pendapat yang hampir sama mengenai belajar yaitu menyangkut adanya perubahan yang relatif permanen pada pengetahuan atau perilaku seseorang karena pengalaman. Perubahan yang dimaksud dalam definisi tersebut adalah perubahan yang relatif menetap.Artinya belajar terjadi jika perubahan itu tetap dalam masa yang relatif lama dalam masa kehidupan seseorang.

Pendapat yang dikemukakan oleh Galloway yang mendefinisikan belajar sebagai perubahan tingkah laku yang relatif tetap dan terjadi sebagai hasil dari latihan atau pengalaman. Lebih lanjut Hergenhahn dan Olson mengemukakan lima hal yang perlu diperhatikan berkaitan dengan belajar yaitu: (1) belajar menunjuk pada suatu perubahan tingkah laku, (2) perubahan tingkah laku tersebut relative menetap, (3) perubahan tingkah laku tersebut tidak terjadi segera setelah mengikuti pengalaman belajar, (4) perubahan tingkah laku tersebut merupakan hasil pengalaman dan latihan, (5) pengalaman dan latihan harus diberi penguatan.

Belajar dianggap sebagai proses perubahan tingkah laku sebagai akibat dari pengalaman dan latihan. Hilgard mengungkapkan: “ Learning is the process by wich an activity originates or changed through training procedurs (wether in the laboratory or in the natural environment) as distinguished from changes by factors not attributable to training.” Bagi Hilgard, belajar itu adalah proses perubahan melalui kegiatan atau prosedur latihan baik latihan di dalam laboratorium maupun dalam lingkungan alamiah.

Belajar bukanlah sekedar mengumpulkan pengetahuan. Belajar adalah proses mental yang terjadi dalam diri seseorang, sehingga menyebabkan munculnya perubahan perilaku. Aktivitas memtal itu terjadi karena adanya interaksi individu dengan lingkungan yang disadari. Proses belajar pada hakikatnya merupakan kegiatan mental yang tidak dapat dilihat. Artinya, proses perubahan yang terjadi dalam diri seseorang yang belajar tidak bisa kita saksikan.

Dari pendapat di atas maka belajar dapat disimpulkan bahwa dalam belajar mengandung tiga hal pokok, yaitu: (1) belajar mengakibatkan perubahan kemampuan atau perilaku, (2) perubahan kemampuan atau perilaku yang terjadi bersifat relatif menetap, (3) perilaku tersebut disebabkan karena hasil adanya latihan atau pengalaman dan bukan karena proses dadi pertumbuhan atau kematangan.

Seseorang belajar pada dasarnya didorong oleh keinginannya untuk mengembangkan perilakunya yang efektif dan efisien dalam mencapai tujuan.Dengan demikian seseorang atau peserta didik belajar karena adanya bermacam-macam rangsangan dari lingkungan sekitarnya sehingga terjadi interaksi dengan lingkungan.Dodongan ini merupakan masukan bagi peserta didik, sedangkan perubahan perilaku peserta didik merupakan keluarannya.Hal ini berarti dengan belajar seseorang dapat mengubah perilakunya dan dapat melakukan hal-hal yang sebelumnya tidak dapat dilakukannya.Dengan belajar seseorang memperoleh pengetahuan, ketrampilan, nilai dan sikap tertentu. Perubahan tingkah laku yang terjadi sebagai akibat dari proses belajar pada diri seseoranginilah yang disebut hasil belajar. Oleh karena itu, hasil belajar dapat dinyatakan sebagai kapabilitas atau kemampuan yang diperoleh seseorang sebagai akibat dari belajar.

b. Ciri-Ciri Belajar

Dari pendapat beberapa ahli tentang definisi belajar, Bahruddin dan Esa Nur Wahyuni menyimpulkan ada beberapa ciri belajar, yaitu:

a. Belajar ditandai dengan adanya perubahan tingkah laku (change behavior). Ini berarti, bahwa hasil dari belajar hanya dapat diamati dari tingkah laku, yaitu adanya perubahan tingkah laku, dari tidak tahu menjadi tahu, dari tidak terampil menjadi terampil. Tanpa mengamati tingkah laku hasil belajar, maka tidak akan dapat mengetahui ada tidaknya hasil belajar.

b. Perubahan perilaku relative permanent. Ini berarti, bahwa perubahan tingkah laku yang terjadi karena belajar untuk waktu tertentu akan tetap atau tidak berubah-ubah. Tetapi perubahan tingkah laku tersebut tidak akan terpancang seumur hidup;

c. Perubahan tingkah laku tidak harus segera dapat diamati pada saat proses belajar sedang berlangsung, perubahan perilaku tersebut bersifat potensial;

d. Perubahan tingkah laku merupakan hasil latihan atau pengalaman;

e. Pengalaman atau latihan itu dapat member penguatan. Sesuatu yang memperkuat itu akan memberikan semangat atau dorongan untuk mengubah tingkah laku.

Senada dengan pernyataan Ngalim Purwanto, bahwa ada beberapa elemen penting yang mencirikan pengertian tentang belajar, antara lain:

a. Belajar merupakan suatu perubahan dalam tingkah laku, dimana perubahan itu dapat mengarah kepada tingkah laku yang lebih baik, tetapi juga ada kemungkinan mengarah kepada tingkah laku yang lebih buruk.

b. Belajar merupakan suatu perubahan yang terjadi melalui latihan atau pengalaman; dalam arti perubahan-perubahan yang disebabkan oleh pertumbuhan atau kematangan tidak dianggap sebagai hasil belajar; seperti perubahan-perubahan yang terjadi pada seorang bayi.

c. Untuk dapat disebut belajar, maka perubahan itu harus relatif mantap; harus merupakan akhir daripada suatu periode waktu yang cukup panjang. Berapa lama periode waktu itu berlangsung sulit ditentukan dengan pasti, tetapi perubahan itu hendaknya merupakan akhir dari suatu periode yang mungkin berlangsung berhari-hari, berbulan-bulan ataupun bertahun-tahun. Ini berarti kita harus mengenyampingkan perubahan-perubahan tingkah laku yang disebabkan oleh motivasi, kelelahan adaptasi, ketajaman perhatian atau kepekaan seseorang, yang biasanya hanya berlangsung sementara.

d. Tingkah laku yang mengalami perubahan karena belajar menyangkut berbagai aspek kepribadian, baik fisik maupun psikis, seperti: perubahan dalam pengertian, pemecahan suatu masalah/berpikir, keterampilan, kecakapan, kebiasaan, ataupun sikap.

Sedangkan Noehi Nasution mengungkapkan bahwa ciri-ciri kegiatan belajar dapat diidentifikasi sebagai berikut:

1) Belajar adalah aktivitas yang menghasilkan perubahan pada diri individu yang belajar, baik aktual maupun potensional.

2) Perubahan itu pada dasarnya berupa didapatkannya kemampuan baru, yang berlaku dalam waktu yang relatif lama.

3) Perubahan itu terjadi karena usaha.

c. Prinsip-Prinsip Belajar

Prinsip belajar adalah konsep-konsep yang harus diterapkan di dalam proses belajar mengajar. Seorang guru akan dapat melaksanakan tugasnya dengan baik apabila ia dapat menerapkan cara mengajar sesuai dengan prinsip-prinsip belajar.
Menurut Soekamto dan Winataputra ada beberapa prinsip dalam belajar, yaitu:

1) Apapun yang dipelajari siswa, dialah yang harus belajar, bukan orang lain. Untuk itu, siswalah yang harus bertindak aktif.

2) Setiap siswa belajar sesuai dengan tingkat kemampuannya.

3) Siswa akan dapat belajar dengan baik bila mendapat penguatan langsung pada setiap langkah yang dilakukan selama proses belajar.

4) Penguasaan yang sempurna dari setiap langkah yang dilakukan siswa akan membuat proses belajar lebih berarti.

5) Motivasi belajar siswa akan lebih meningkat apabila ia diberi tanggung jawab dan kepercayaan penuh atas belajarnya.

Jerome Bruner menekankan bahwa dalam belajar siswalah yang harus bertindak aktif dan guru hendaknya memberikan situasi masalah yang menstimulasi siswa untuk menemukan struktur masalah subyek untuk diri mereka sendiri.
 Ketika siswa benar-benar memahami struktur dasar, maka mereka akan mampu untuk mengungkapkan banyak ide-ide dari pengertian mereka sendiri.

Memang dalam belajar, siswa harus disesuaikan dengan tingkat kemampuannya. Guru perlu memahami dan menghayati kemampuan siswa. Nabi Isa berkata “Janganlah kalian mengalungkan berlian di leher babi hutan”.
 Dari sini dapat diambil kesimpulan bahwa, mengajar yang tidak memperhatikan batas kemampuan siswa pada hakekatnya apa yang diajarkan itu tidak akan diterima oleh siswa. Akibatnya diajar atau tidak sedikit sekali perbedaannya.

Menurut Piaget belajar harus disesuaikan dengan tahap perkembangan kognitif yang dilalui siswa, yang dalam hal ini Piaget membaginya menjadi empat tahap, yaitu tahap sensori motor (ketika anak berumur 1,5 sampai 2 tahun), tahap pra-operasional (2/3 sampai 7/8 tahun), tahap operasional konkret (7/8 sampai 12/14 tahun), dan tahap operasional formal (14 tahun atau lebih).
Dengan adanya tahapan ini diharapkan guru dalam mengajar memberikan materi pelajar sesuai dengan kemampuannya atau porsinya.Misalnya, mengajarkan konsep-konsep abstrak tentang operasi bilangan bulat kepada siswa kelas dua SD, tanpa adanya usaha untuk mengkonkretkan konsep-konsep tersebut. Tidak hanya percuma, tetapi justru akan lebih membingungkan para siswa itu.
d. Tujuan Belajar

Dalam usaha pencapaian tujuan belajar perlu diciptakan adanya sistem lingkungan (kondisi) belajar yang kondusif.Sistem lingkungan belajar ini sendiri terdiri atau dipengaruhi oleh berbagai komponen yang masing-masing akan saling mempengaruhi. Komponen-komponen itu misalnya tujuan penbelajaran yang ingin dicapai, materi yang ingin diajarkan, guru dan siswa yang memainkan peran serta dalam hubungan sosial tertentu, jenis kegiatan yang dilakukan serta sasana dan prasarana yang tersedia.Komponen-komponen sistem lingkungan itu saling mempengaruhi secara bervariasi sehingga setiap peristiwa belajar memiliki profil yang unuk dan kompleks.

Secara umum tujuan belajar ada tiga jenis:

a. Untuk memdapatkan pengetahuan

b. Penanaman konsep dan keterampilan

c. Pembentukan sikap

2. Pembelajaran 
a. Pengertian Pembelajaran

Pembelajaran dapat didefinisikan sebagai suatu sistem atau proses membelajarkan subyek didik/pembelajar yang direncanakan atau didesain, dilaksanakan, dan dievaluasi secara sistematis agar subyek didik/pembelajar dapat mencapai tujuan-tujuan pembelajaran secara efektif dan efisien.

Pembelajaran dapat dipandang dari dua sudut, pertama pembelajaran dipandang sebagai suatu sistem, pembelajaran terdiri dari sejumlah komponen yang terorganisasi antara lain tujuan pembelajaran, materi pembelajaran, strategi dan metode pembelajaran, media/alat pembelajaran, pengorganisasian kelas, evaluasi pembelajaran dan tindak lanjut pembelajaran. Kedua pembelajaran dipandang sebagai suatu proses, maka pembelajaran merupakan  rangkaian upaya atau kegiatan guru dalam rangka membuat siswa belajar. Proses tersebut meliputi:

1. Persiapan

Persiapan dimulai dari merencanakan program pengajaran tahunan, semester, dan menyusun persiapan mengajar (lesson plan) beserta penyiapan perangkat kelengkapannya, antara lain berupa alat peraga, dan alat-alat evaluasi. Persiapan pembelajaran ini juga mencangkup kegiatan guru untuk membaca buku-buku atau media cetak lainnya yang akan disajikan kepada para siswa dan mengecek jumlah dan keberfungsian alat peraga yang akan digunakan.
2. Melaksanakan Kegiatan Pembelajaran

Dengan mengacu pada persiapan pembelajaran yang telah dibuat, pada tahap pelaksanaan pembelajaran ini, struktur dan situasi pembelajaran yang diwujudkan guru akan banyak dipengaruhi oleh pendekatan, strategi, atau metode-metode pembelajaran yang telah dipilih dan dirancang penerapannya, serta filosofi kerja dan komitmen guru, persepsi, dan sikapnya terhadap siswa.
3. Tindak Lanjut

Menindak lanjuti pembelajaran yang telah dikelola adalah kegiatan yang dilakukan setelah pembelajaran, dapat berbentuk enrichmen(pengayaan), dapat pula berupa pemberian layanan remedial teachingbagi siswa yang kesulitan belajar.

b. Keterkaitan Belajar dengan Pembelajaran

Belajar dan pembelajaran adalah dua kegiatan yang tidak dapat dipisahkan satu dengan yang lain. Keterkaitan belajar dengan pembelajaran dapat digambarkan dalam sebuah sistem, proses belajar dan pembelajaran memerlukan masukan dasar (raw input) yang merupakan bahan pengalaman belajar dalam proses belajar mengajar (learning teaching process) dengan harapan berubah menjadi keluaran (output) dengan kompetensi tertentu. Selain itu, proses belajar dan pembelajaran dipengaruhi pula oleh faktor lingkungan yang menjadi masukan lingkungan (environment input) dan faktor instrumental (instrumental input) yang merupakan faktor yang sengaja dirancang untuk menunjang proses belajar mengajar dan keluaran yang ingin dihasilkan.

Lingkungan dapat berupa alam dan sosial budaya, sedangkan instrumental berupa kurikulum, program, sarana, dan sebagainya.Raw input merupakan kondisi siswa seperti unsur fisiologis (fisik secara umum dan panca indera), unsur psikologis (minat, bakat, kecerdasan, motivasi, dan kemampuan kognitif.
B. Hakikat Matematika

Matematika berasal dari kata Yunani “mathein” atau “mathenein” yang artinya mempelajari.Menurut Nasution yang dikitip oleh Subarinah kata matematika diduga erat hubungannya de ngan kata Sansekerta, medha atau widya yang artinya kepandaian, ketahuan atau intelegensia.

Matematika adalah bahasa simbolis yang fungsi praktisnya untuk mengekspresikan hubungan-hubungan kuantitatif dan keruangan sedangkan fungsi teoritisnya adalah untuk memudahkan pemikiran.Selanjutnya Paling menyatakan bahwa ide manusia tentang matematika berbeda-beda, tergantung pada pengalaman dan pengetahuan masing-masing.Ada yang memyatakan bahwa matematika hanya perhitingan yang mencakup tambah, kurang, kali, dan bagi.

Menurut Mulyani Sumantridalam bukunya Rosma Hartny Sam’s matematika adalah pengetahuan yang tidak kurang pentingnya dalam kehidupan sehari-hari.Oleh karena itu tujuan pengajaran matematika ialah agar peserta didik dapat berkonsultasi dengan mempergunakan angka-angka dan bahasa dalam matematika.Pengajaran matematika harus berusaha mengembangkan suatu pengertian sistem angka, kertampilan menghitung dan memahami simbol-simbol yang seringkali dalam buku-buku pelajaran mempunyai arti khusus.Pengajaran matematika perlu ditekankan pada arti dan pemecahan berbagai masalah yang seringkali ditemui dalam kehidupan sehari-hari.

Dari segi bahasa matematika ialah bahasa yang melambangkan serangkaian makna dari pernyataan yang inginkan kita sampaikan.Uraian ini menunjukkan bahwa matematika berkenaan dengan struktur dan hubungan yang berdasarkan konsep-konsep yang abstrak sehingga diperlukan simbol-simbol untuk menyampakannya.Penyimbolan itu juga menunjukkan adanya hubungan yang mampu member penjelasan dalam pembentukan konsep baru. Dengan kata lain konsep baru terbentuk karena adanya pemahaman terhadap konsep sebelumnya. Menurut Hammer dan Trueblood konsep matematika tersusun menurut hirarki yang mempunyai arti bahwa konsep yang satu merupakan landasan atau dasar bagi konsep berikutnya. Hal ini sejalan dengan pendapat Herman Hudoyo yang mengatakan: mempelajari konsep B yang mendasarkan kepada konsep A. Tanpa memahami konsep A tidak mungkin orang itu memahami konsep B. Ini berari mempelajari matematika harus bertahap dan beraturan serta berdasarkam pada pengalaman belajar.

Pendapat diatas memberikan gambaran bahwa dalam mempelajari matematika harus dilaksanakan secara berkesinambungan dari konsep yang paling mendasar ke konsep yang lebih tinggi. Dengan kata lain seseorang sulit untuk belajar suatu konsep dalam matematika apabila konsep yang menjadi prasyarat tidak dikuasainya. Belajar yang terputus-putus dan tidak berkesinambungan akan menyebabkan pemahaman yang kurang baik terhadap suatu konsep oleh karena itu keberhasilan siswa dalam menyerap matematika pada tingkat sekolah dasar menjadi cermin bagi kesuksesan dalan bidang matematika pada jenjang berikutnya. Lebih lanjut Jujun mengatakan bahwa dunia matematika bagi dunia keilmuan berperan sebagai bahasa simbol yang memumgkinkan terwujudnya komunikasi yang cermat dan tepat.

Dengan demikian dapat dikatakan bahwa matematika merupakan ilmu pengetahuan yang mempelajari struktur yang abstrak dan pola hubungan yang ada didalamnya.Ini berarti belajar matematika pada hakekatnya adalah belajar konsep, strukturkonsep dan mencari hubungan antar konsep dan strukturnya.Ciri khas matematika yang deduktif aksiomatis ini harus diketahui guru sehingga mereka dapat membelajarkan matematika dengan tepat, mulai dari konsep-konsep sederhana sampai yang kompleks.

Mata pelajaran matematika perlu diberikan kepada semua peserta didik mulai dari sekolah dasar tentu memiliki tujuan, antara lain yaitu untuk membekali peserta didik dengan kemampuan befikir logis, analitis, sistematis, kritis, dan kreatif, serta kemampuan bekerjasama. Kompetensi tersebut diperlukan agar peserta didik dapat memiliki kemampuan memperoleh, mengelola, dan memanfaatkan informasi untuk bertahan hidup pada keadaan yang selalu berubah, tidak pasti, dan kompetitif.

Beberapa pandanganpara ahli terhadap hakekat matematika: 

a) Matematika sebagai Ilmu Deduktif 

Matematika disebut ilmu deduktif, sebab dalam matematika tidak menerima generalisasi yang berdasarkan pada observasi, eksperimen, coba-coba (induktif) seperti halnya ilmu pengetahuan alam dan ilmu-ilmu pengetahuan umumnya.kebenaran generalisasi matematika harus dapat dibuktikan secara deduktif.
b) Matematika sebagai Ilmu tentang Pola dan Hubungan

Matematika adalah ilmu tentang pola dan hubungan, sebab dalam matematika sering dicari keseragaman seperti keturunan, dan keterkaitan pola dari sekumpulan konsep-konsep tertentu atau model-model yang merupakan representasinya, sehingga dapat dibuat generalisasinya untuk selanjutnya dibuktikan kebenarannya secara deduktif.

Matematika lahir dari dorongan primitive manusia untuk menyelidiki keteraturan atau keterpolaan dalam alam semesta.Matematika terus berkembang untuk mempelajari struktur, pola-pola, hubungan-hubungan yang pada awalnya tidak diduga, namun teernyata menakjubkan.

c) Matematika sebagai Bahasa

Bahasa  merupakan suatu sistem yang terdiri dari lambang-lambang, kata-kata, dan kalimat-kalimat yang disusun menurut aturan tertentu dan dignakan  sekelompok orang untuk berkomunikasi. Dengan demikian matematika adalah bahasa, sebab matematika merupakan simbol yang memiliki makna atau dikatakan sebagai bahasa symbol.Bahasa simbol ini bahkan berlaku secara universal dan sangat padat makna dari pernyataan yang ingin disampaikan.Symbol-simbol matematika bersifat” artifisal” yang baru memiliki arti setelah sebuah makna diberikan kepadanya.

Jika dibandingkan dengan bahasa-bahasa lainnya, sebenarnya bahasa matematika memiliki kelebihan. Bahasa matematika memiliki makna yang tunggal sehingga satu kalimat matematika tidak dapat diartikan bermacam-macam.ketunggalan makna dalam bahasa matematika ini, menjadikan bahasa matematika sebagai bahasan ‘intrrnasional’ karena komunitas pengguna bahasa matematika ini bersifat global dan universal si setiap Negara yang tidak dibatasi oleh suku, agama, bangsa, dan negara budaya ataupun bahasa yang mereka gunakan sehari-hari.

Lebih dalam, bahwa bahasa matematika adalaha bahasa yang berusaha untuk menghilangkan sifat kabur, majemuk, dan emosional dari bahas verbal. Kelebihan lain dari bahasa matematika mengembangkan bahasa numeric yang memungkinkan kita untuk melakukan pengukuran secara kuantitatif. 

Bahasa verbal yang mengemukakakan pernyataan yang bersifat kualitatif.Sedangkan matematika memiliki sifat kuantitatif, yaitu dapat memberikan jawaban yang lebih bersifat eksak yang memungkinkan penyelesaian masalah secara lebih cepat dan cermat.Kemudian, matematoka dalam hubungannyadengan komunikasi ilmiah bukan sekedar menyampaikan ilmu secara jelas dan tepat namun juga singkat.Suatu rumus yang jika ditulis dengan bahasa verbal membutuhkan rangkaian kalimat yang panjang, dengan makin banyak kata-kata yang dgunakan maka makin besar peluang terjadinya salah informasi dan salah interpretasi.

d) Matematika sebaga Ilmu tentang  Struktur yang Terorganisasikan

Matematika adalah ilmu tentang struktur yang terorganisasikan, sebab berkembang mulai dari unsur yang tidak didefinisikan, ke unsur yang didefinisikan, ke postulat/aksioma, ke teorema. Sebagai sebuah struktur ia terdiri dari beberapa komponen yang membentuk system yang saling berhuungan dan terorganisir dengan baik.

Hubungan anatara unsur-unsur  yang tidak didefinisikan, unsur-unsur yang didefinisikan, aksioma atau postulat, dan teorima dapat digambarkan sebagai berikut:




Dallil atau teorema yang telah dirumuskan banyak sekali.Dengan demikian matematika itu terorganisasikan mulai dari unsur yang tidak didefinisikan, ke unsur yang didefinisikan, ke postulat/aksioma, ke teorema/dalil.

e) Matematika sebagai Seni 

Matematika adalah seni, sebab dalam matematika terlihat adanta unsur keteraturan, keterurutan, dan konsisten.Secara umum, pendidikan matematika dari mulai sekolah dasar hingga sekolah menengah atas bertujuan agar peserta didik memiliki kemampuan sebagai barikut:

1) Memahami konsep matematika, menjelaskan keterkaitan antarkonsep dan mengaplikasikan konsep atau algoritma, secara luwes, ukurat, efisien, dan tepat, dalam pemecahan masalah.

2) Menggunakan penalaran pada pola dan sifat, melakukan manipulasi matematika dalam membuat ganaralisasi, menyusun bukti, atau menjelaskan gagasan dan pernyaan metematika.

3) Memecahkan masalah yang meliputi kemampuan memahami masalah, merancang model matematika, menyelesaikan model dan menafsirkan solusi yang diperoleh.

4) Mengomunikasikan gagasan dengan simbol, tabel, diagram, atau media lain untuk memperjelas keadaan atau masalah.

5) Memiliki sikap menghargai kegunaan matematika dalam kehidupan, yaitu memiliki rasa ingin tahu, perhatian, dan minat dalam mempelajari metematika, serta sikap ulet dan percaya diri dalam pemecahan masalah.

C. Belajar Matematika dengan Pemahaman

Matematika merupakan suatu ilmu yang berhubungan dengan penelaahan bentuk-bentuk atau struktur-struktur yang abstrak dan hubungan di antara hal-hal itu. Untuk dapat memahami struktur serta hubungan-hubungannya diperlukan penguasaan tentang konsep-konsep yang terdapat dalam matematika. Sehingga belajar matematika adalah belajar konsep dan struktur yang terdapat dalam bahan-bahan yang sedang dipelajari, serta mencari hubungan di antara konsep dan struktur tersebut.

 Menurut Hudojo belajar matematika berkenaan dengan ide-ide (gagasan-gagasan), aturan-aturan, dan hubungan-hubungan yang diatur secara logis sehingga pengkajian berkaitan dengan konsep-konsep abstrak.
 Sedangkan Jerome Bruner mengatakan bahwa belajar matematika adalah belajar tentang konsep-konsep dan struktur-struktur matematika yang terdapat di dalam materi yang dipelajari serta mencari hubungan-hubungan antara konsep-konsep dan struktur-struktur matematika itu.

Karena matematika berkaitan dengan ide-ide, gagasan, aturan dan hubungan yang diatur secara logis, maka seseorang yang belajar matematika harus mencapai pemahaman agar dirasakan manfaatnya dalam kehidupan sehari-hari. Pemahaman merupakan suatu proses pengetahuan atau informasi yang baru diterima oleh seseorang dan dapat dihubungkan dengan pengetahuan yang telah dimiliki atau pada diri orang tersebut. Hiebert dan Carpenter berpendapat bahwa pemahaman merupakan aspek yang fundamental dalam belajar dan setiap pembelajaran matematika seharusnya fokus utamanya adalah bagaimana menanamkan konsep matematika berdasarkan pemahaman.

Pemahaman matematika memerlukan suatu proses untuk menempatkan secara tepat informasi atau pengetahuan yang sedang dipelajari ke dalam jaringan internal dari representasi pengetahuan yang sudah dimiliki sebelumnya di dalam struktur kognitif siswa.
 Agar proses internalisasi terjadi secara sungguh-sungguh (yang berarti proses belajar secara optimal), dilakukan dengan memperhatikan tahap-tahap enaktif, ikonik dan simbolik.
 Misalnya untuk memberikan pemahaman kepada siswa tentang konsep penjumlahan dan pengurangan bilangan bulat, maka perlu benda konkret (alat peraga garis bilangan dan mainan kuda) pada tahapan enaktif, tahap ikonik dengan menggunakan gambar atau grafik (alat peraga digambarkan), dan tahap simbolik dengan menggunakan simbol-simbol matematika (tanpa alat peraga maupun gambar). Diantara jenis pengetahuan yang dipelajari dalam matematika meliputi, 1) pengetahuan konseptual, dan 2) pengetahuan prosedural. Pengetahuan konseptual mengacu pada pemahaman, sedangkan pengetahuan prosedural mengacu pada keterampilan melakukan sesuatu prosedur pengajaran.

Pengetahuan konseptual sebagai pengetahuan yang kaya hubungan-hubungan. Hubungan tersebut mencakup proposisi dan fakta yang terkait dalam satu jaringan. Dengan demikian pengetahuan konseptual adalah pengetahuan yang dibentuk oleh hubungan informasi diskrit yang meliputi proposisi dan fakta sehingga semua informasi terkait dalam satu jaringan. Sedangkan pengetahuan prosedural terdiri dari pengetahuan (1) sistem simbol formal dari matematika, (2) aturan-aturan, algoritma, atau prosedur yang digunakan untuk memecahkan masalah-masalah (tugas-tugas) matematika. Ini berarti bahwa pengetahuan prosedural adalah pengetahuan tentang urutan kaidah-kaidah, algoritma-algoritma atau prosedur-prosedur yang digunakan untuk menyelesaikan soal-soal matematika dengan menggunakan sistem simbol matematika.

Hubungan antara pengetahuan konseptual dan pengetahuan prosedural sangat penting. Untuk itu kedua macam pengetahuan tersebut perlu dikuasai oleh anak SD, karena pengetahuan konseptual mengacu pada penanaman konsep, sedangkan pengetahuan prosedural mengacu pada keterampilan melakukan suatu algoritma atau prosedur menyelesaikan soal-soal matematika.Memahami konsep saja tidak cukup, karena dalam praktek kehidupan sehari-hari siswa memerlukan keterampilan matematika, sedangkan dengan menguasai keterampilannya saja, siswa tidak mungkin memahami konsepnya.
 Oleh sebab itu tugas guru yang sangat utama adalah menanamkan konsep terlebih dahulu kemudian melatih keterampilannya.

Pengajaran yang menekankan kepada pemahaman mempunyai sedikitnya lima keuntungan: 

1. Pemahaman bersifat generatif, artinya bila seseorang telah memahami suatu konsep, maka pengetahuan itu akan mengakibatkan pemahaman yang lain karena adanya jalinan antar pengetahuan yang dimiliki siswa. Pemahaman menyebabkan setiap penemuan atau pengetahuan baru senantiasa dikaitkan dengan pengetahuan yang sudah ada sebelumnya.

2. Pemahaman memacu ingatan, artinya suatu pengetahuan yang telah dipahami dengan baik akan diatur dan dihubungkan secara efektif dengan pengetahuan-pengetahuan yang lain sehingga menjadi lebih mudah diingat. Pengorganisasian skema atau pengetahuan secara lebih efisien di dalam struktur kognitif membantu seseorang untuk dapat mengingat lebih baik pengetahuan yang sudah dipahaminya.

3. Pemahaman mengurangi banyaknya hal yang harus diingat, artinya jalinan yang terbentuk antara pengetahuan yang satu dengan yang lain dalam struktur kognitif siswa yang mempelajarinya dengan penuh pemahaman merupakan jalinan yang sangat baik. Dengan memahami salah satu dari pengetahuan tersebut, maka segala pengetahuan yang terkait dapat diturunkan dari padanya. Hal ini mengakibatkan siswa tidak perlu menghafalkan semuanya.

4. Pemahaman meningkatkan transfer belajar, artinya pemahaman suatu konsep matematika akan diperoleh oleh siswa yang aktif menemukan keserupaan dari berbagai konteks konsep tersebut. Hal ini akan membantu siswa untuk menganalisis apakah suatu konsep tertentu dapat diterapkan untuk suatu kondisi tertentu.

5. Pemahaman mempengaruhi keyakinan siswa, artinya siswa yang memahami matematika dengan baik akan mempunyai keyakinan yang positif, yang selanjutnya akan membantu perkembangan pengetahuan matematikanya.

Untuk membuat siswa belajar matematika dengan pemahaman, guru hendaknya merencanakan dan melaksanakan pembelajaran matematika yang melibatkan siswa aktif dalam belajar, baik secara mental, fisik, maupun social.Kemampuan guru dalam merencanakan dan melaksanakan pembelajaran yang sesuai dengan perkembangan intelektual siswa sangat menentukan untuk dapat tidaknya suatu konsep yang dipelajari dan dipahami oleh siswa.

Konsep operasi penjumlahan dan pengurangan bilangan bulat perlu dipelajari siswa secara konseptual maupun secara prosedural.Dalam implementasi Teori Bruner, secara konseptual siswa mampu memahami konsep operasi penjumlahan dan pengurangan bilangan bulat melalui tahap enaktif dan ikoniknya.Sedangkan secara prosedural siswa mampu menggunakan simbol-simbol matematika tanpa bantuan benda konkrit maupun gambar dalam menyelesaikan operasi penjumlahan dan pengurangan bilangan bulat (tahap simbolik Teori Bruner).
D. Teori Belajar Bruner
Bruner dan Teorinya
Jerome S. Bruner adalah seorang ahli psikologi perkembangan dan ahli psikologi belajar kognitif.Pendekatannya tentang psikologi adalah eklektik.Penelitiannya yang demikian banyak itu meliputi persepsi manusia, motivasi, belajar, dan berpikir. Dalam mempelajari manusia, ia menganggap manusia sebagai pemroses, pemikir, dan pencipta informasi.

Menurut Bruner ada empat tema pendidikan yang penting untuk dibicarakan dalam lingkungan pendidikan yaitu:

1) Pentingnya arti struktur pengetahuan. Hal ini perlu karena dengan struktur pengetahuan dapat menolong siswa untuk melihat bagaimana fakta-fakta yang kelihatannya tidak ada hubungan ternyata dapat dihubungkan satu dengan yang lain

2) Tentang kesiapan untuk belajar. Menurut Bruner kesiapan terdiri atas penguasaan ketrampilan-ketrampilan yang lebih sederhana yang dapat mengantarkan seseorang untuk mencapai kerampilan-ketrampilan yang lebih tinggi

3)  Tentang pentingnya menekankan nilai intuisi dalam proses pendidikan. Dengan intuisi, teknik-teknik intelektual untuk sampai pada formulasi-formulasi tentatif tanpa melalui langkah-langkah analitis untuk mengetahui apakah formulasi-formulasi itu merupaka kesimpulan yang sahih atau tidak.

4)  Tentang motivasi atau keingianan untuk belajar dan cara-cara yang tersedia yang digunakan guru untuk merangsang motivasi belajar siswa.

Pendekatan ialah jalan atau arah yang ditempuh oleh guru atau siswa dalam pencapaian tujuan pengajaran dilihat dari sudut bagaimana materi itu disajikan.Pendekatan dapat berupa konsep atau prosedur yang digunakan dalam membahas suatu bahan pelajaran untuk mencapai tujuan belajar mengajar. Pendekatan Bruner terhadap belajar didasarkan pada dua asumsi, yaitu:

a) Bahwa mendapatkan pengetahuan merupakan suatu proses interaktif. Berlawanan dengan penganut teori perilaku, Bruner yakin bahwa orang yang belajar berinteraksi dengan lingkungannya secara aktif, perubahan tidak hanya terjadi di lingkungan tetapi juga dalam diri orang itu sendiri.

b) Bahwa orang mengkontruksi pengetahuannya dengan menghubungkan informasi yang masuk dengan informasi yang disimpan yang diperoleh sebelumnya, suatu model alam (model of the world). Setiap model seseorang khas bagi dirinya.
Dengan menghadapi berbagai aspek dari lingkungan indivindu, indivindu tersebut akan membentuk suatu struktur atau model untuk mengelompokkan hal-hal tertentu atau membangun suatu hubungan antara hal-hal yang diketahui.Menurut Bruner, dalam belajar, hal-hal yang mempunyai kemiripan dihubungkan menjadi satu struktur yang memberikan arti pada hal-hal itu. Belajar merupakan pengembangan kategori-kategori dan pengembangan suatu sistem pengkodean.Berbagai kategori-kategori saling berkaitan sedemikian rupa, hingga setiap individu mempunyai model yang unik tentang alam.Dalam model ini, belajar baru dapat terjadi dengan mengubah model itu. Hal ini terjadi melalui pengubahan kategori-kategori, menghubungkan kategori-kategori dengan suatu cara baru, atau dengan menambahkan kategori-kategori baru.

Menurut Bruner, belajar melibatkan tiga proses yang berlangsung hampir bersamaan. Ketiga proses itu ialah memperoleh informasi baru, transformasi informasi, dan menguji relevansi dan ketepatan pengetahuan. Informasi baru dapat merupakan penghalusan dari informasi sebelumnya yang dimiliki seseorang atau informasi itu dapat bersifat sedemikian rupa sehingga berlawanan dengan informasi sebelumnya yang dimiliki seseorang.Dalam transformasi pengetahuan seseorang memperlakukan pengetahuan agar cocok atau sesuai dengan tugas baru. Jadi, transformasi menyangkut cara kita memperlakukan pengetahuan, apakah dengan cara ekstrapolasi atau dengan mengubah menjadi bentuk lain.

Bruner menyebut pandangannya tentang belajar atau pertumbuhan kognitif sebagai konseptualisme instrumental.Pandangan ini berpusat pada dua prinsip, yaitu pengetahuan seseorang tentang alam didasarkan pada model-model tentang kenyataan yang dibangunnya, dan model-model semacam itu mula-mula diadopsi dari kebudayaan seseorang kemudian model-model itu diadaptasikan pada kegunaan bagi orang yang bersangkutan. Pendewasaan pertumbuhan intelektual atau pertumbuhan kognitif seseorang menurut Bruner adalah sebagai berikut:

1. Pertumbuhan intelektual ditunjukkan oleh bertambahnya ketidak-ketergantungan respon dari sifat stimulus. Dalam pertumbuhan intelektual ini anak mempertahankan suatu respon dalam lingkungan stimulus yang berubah-ubah. Jadi, melalui pertumbuhan seseorang memperoleh kebebasan dari pengontrolan stimulus melalui proses-proses perantara yang mengubah stimulus sebelum respon.

2. Pertumbuhan intelektual tergantung pada bagaimana seseorang menginternalisasi peristiwa-peristiwa menjadi suatu sistem simpanan yang sesuai dengan lingkungan. Sistem inilah yang memungkinkan peningkatan kemampuan anak untuk bertindak di atas informasi yang diperoleh pada suatu kesempatan.

3. Pertumbuhan intelektual menyangkut peningkatan kemampuan seseorang untuk berkata pada dirinya sendiri atau pada orang-orang lain, dengan pertolongan kata-kata atau simbol-simbol apa yang telah dilakukunnya atau yang akan dilakukuannya.

Untuk menjamin keberhasilan belajar, menurut Bruner guru hendaknya menggunakan cara penyajian materi yang sesuai dengan tingkat kognitif siswa. Dalam teori belajarnya Bruner berpendapat bahwa kegiatan belajar akan berjalan baik dan kreatif jika siswa dapat menemukan sendiri suatu aturan atau kesimpulan tertentu. Dalam hal ini Bruner mengemukakan bahwa belajar melibatkan tiga proses yang berlangsung hampir bersamaan. Ketiga proses itu adalah:

1) Tahap informasi, yaitu tahap awal untuk memperoleh pengetahuan atau pengalaman baru

2) Tahap transformasi, yaitu tahap memahami, mencerna dan menganalisis pengetahuan baru serta ditransformasikan dalam bentuk baru yang mungkin bermanfaat untuk hal-hal yang lain

3) Evaluasi, yaitu untuk mengetahui apakah hasil tranformasi pada tahap kedua tadi benar atau tidak dengan cara menguji relevansi dan ketepatan pengetahuan.

Perkembangan kognitif seseorang terjadi melalui tiga tahap yang ditentukan oleh caranya melihat lingkungan, yaitu:

a) Tahap enaktif, seseorang melakukan aktivitas-aktivitas dalam upayanya untuk memahami lingkungan sekitarnya. Artinya dalam mengetahui dunia sekitarnya anak menggunakan pengetahuan motorik.

b) Tahap ikonik, seseorang memahami obyek-obyek atau dunianya melalui gambar-gambar dan visualisasi verbal. Maksudnya dalam memahami dunia sekitarnya anak belajar melalui bentuk perumpamaan (tampil) dan perbandingan (komparasi).

c) Tahap simbolik, seseorang telah mampu memiliki ide-ide atau gagasan-gagasan abstrak yang sangat dipengaruhi oleh kemampuannya dalam berbahasa dan logika.
Belajar matematika dengan menerapkan Teori Bruner banyak menuntut pengulangan-pengulangan, maka desain yang berulang-ulang itu disebut ”kurikulum spiral”. Secara singkat, kurikulum spiral menuntut guru untuk memberi materi pelajaran setahap demi setahap dari yang sederhana ke yang kompleks, dimana materi yang sebelumnya sudah diberikan suatu saat muncul kembali secara terintegrasi di dalam suatu materi baru yang lebih kompleks.Demikian seterusnya sehingga siswa telah mempelajari suatu ilmu pengetahuan secara utuh. Bruner berpendapat bahwa seseorang siswa belajar dengan cara menemui struktur konsep-konsep yang dipelajari. Anak-anak membentuk konsep dengan melihat benda-benda berdasarkan ciri-ciri persamaan dan perbedaan. Selain itu, pembelajaran didasarkan pada kegiatan merangsang siswa  menemukan konsep yang baru dengan menghubungkan kepada konsep yang lama melalui belajar penemuan (discovering learning).
Karakteristik discovering learning dari Bruner:

Adanya suatu kenaikan di dalam potensi intelektual.

1) Ganjaran instrinsik lebih ditekankan dari pada ekstrinsik.

2) Siswa yang mempelajari bagaimana menemukan berarti siswa itu menguasai metode discovery learning.

3) Siswa lebih senang mengingat-ingat informasi.

Langkah-langkah discovering learning dari Bruner:

· Siswa dihadapkan pada problem-problem yang menimbulkan suatu perasaan gagal di dalam dirinya.

· Siswa mulai menyelidiki problem itu secara individual.

· Siswa berusaha memecahkan problem dengan menggunakan pengetahuannya, melihat fenomena-fenomena, menghubungkan pengetahuan yang sebelumnya. Inilah perbuatan dari discovery.

· Siswa menunjukkan pengertian dari generalisasi itu.

· Siswa menyatakan konsepnya atau prinsip-prinsip dimana generalisasi itu didasarkan.

Dalam kegiatan belajar mengajar dalam teori Bruner, guru perlu memperhatikan hal berikut:

a. Mengusahakan agar setiap siswa berpartisipasi aktif, minatnya perlu ditingkatkan, kemudian perlu dibimbing untuk mencapai tujuan tertentu.

b. Menganalisis struktur materi yang akan diajarkan, dan juga perlu disajikan secara sederhana sehingga mudah dimengerti oleh siswa.

c. Menganalisis sequence. Guru mengajar, berarti membimbing siswa melalui urutan pernyataan-pernyataan dari suatu masalah, sehingga siswa memperoleh pengertian dan dapat mentransfer apa yang sedang dipelajari.

d. Memberi reinforcement dan umpan balik. Penguatan yang optimal terjadi pada waktu siswa mengetahui bahwa ”ia menemukan jawab”nya.

Jerome Bruner adalah pengikut setia teori kognitif khususnya dalam studi perkembangan fungsi kognitif.
Ia menandai perkembangan kognitif manusia sebagai berikut:
a. Perkembangan intelektual ditandai dengan adanya kemajuan dalam menanggapi suatu rangsangan.
b. Peningkatan pengetahuan tergantung pada perkembangan sistem penyimpanan informasi secara realis.
c. Perkembangan intelektual meliputi perkembangan kemampuan berbicara pada diri sendiri atau pada orang lain melalui kata-kata atau lambang tentang apa yang telah dilakukan dan apa yang akan dilakukan. Hal ini berhubungan dengan kepercayaan pada diri sendiri.
d. Interaksi secara sistematis antara pembimbing, guru atau orang tua de ngan anak diperlukan bagi perkembangan kognitifnya.
e. Bahasa adalah kunci perkembangan kognitif, karena bahasa merupakan alat komunikasi antar manusia. Untuk memahami konsep-konsep yang ada diperlukan bahasa. Bahasa diperlukan untuk mengkomunikasikan suatu konsep kepada orang lain.
f. Perkembangan kognitif ditandai dengan kecakapan untuk mengemukakan beberapa alternatif secara simultan, memilih tindakan yang tepat, dapat memberikan prioritas yang berurutan dalam berbagai situasi. 
Dalam memandang proses belajar, Bruner menekankan adanya pengaruh kebudayaan terhadap tingkah laku seseorang. Dengan teorinya yang disebut free discovery learning ia mengatakan bahwa proses belajar akan berjalan dengan baik dan kreatif jika guru memberikan kesempatan kepada siswa untuk menemukan suatu konsep, teori, aturan, atau pemahaman melalui contoh-contoh yang ia jumpai dalam kehidupanya.
Jika Piaget menyatakan bahwa perkembangan kognitif sangat berpengaruh terhadap perkembangan bahasa seseorang, maka Bruner menyatakan bahwa perkembangan bahasa besar pengaruhnya terhadap perkembangan kognitif.

Dalam teorinya yang dideri judul teori perkembangan belajar, Jerome SB Bruner menekankan proses belajar menggunakan model yaitu individu yang belajar mengalami sendidri apa yang dipelajarinya agar proses tersebut yang direkam dalam pikirannya dengan caranya sendiri. 

Selain teori perkembangan belajar, berdasrkan hasil percobaan dan pengalamannya, Bruner dan Kenny secara khusus merumuskan 4 teorema dakam pembelajaran matematika, yaitu:

1) Teorema Konstruksi

Pembelajaran suatu konsep matematika sebaiknya dilakukan dengan cara menyusun penyajiannya, yaitu siswa diajak untuk mendapatkan ide/pesan pelajaran melalui konstruksi yang dibuatnya sendiri berdasarkan kegiatan kontak dengan benda nyata yang dirancang oleh guru.
2) Teorema Notasi

Pengajaran suatu konsep, penggunaan notasi-notasi sebaiknya dimulai dengan notasi sederhana sampai yang kompleks, sesuai dengan pendekatan spiral. Contohnya, untuk menyatakan fungsi y=2x + 3 sebaiknya untuk anak SD digunakan symbol yang dikenalnya, misal     = 2      + 3
3) Teorema Konstras dan Variasi

Penyajian konsep matematika dari yang kongret ke yang lebih abstrak sebaiknya dilakukan melalui kegiatan pengkontrasan dan keanekaragaman.Hal perlu dilakukan dalam pembelajaran matematika karena kenyataannya banyak konsep matematika yang bertolak belakang, misalnya bilangan ganjil dan genap, bilangan prima dan bilangan komposit, bilangan rasional dan irasional, dan sebagainya.Selain pengkontrasan juga diperlukan variasi, misalkan penyajian konsep lingkaran menggunakan benda-benda yang berbeda, misal uang logam, silinder, kaleng, cincin, roda ataupun gambar-gambar yang memuat lingkaran.

4) Teorema Konektivitas

Berdasarkan kenyataan bahwa konsep-konsep dalam matematika saling berkaitan, maka penyajian kaitan-kaitan dalam pembelajaran matematika merupakan hal yang sangat penting dan lebih diutamakan dibandingkan penyajian konsep-konsep yang terpisah-pisah.
E. Konsep Penjumlahan dan Pengurangan Bilangan Bulat di Sekolah Dasar

Konsep adalah suatu kelas atau kategori objek-objek yang memiliki ciri-ciri umum.
 Soedjadi mengungkapkan bahwa konsep dalam matematika adalah ide abstrak yang memungkinkan seseorang dapat mengklasifikasikan objek-objek atau kejadian-kejadian tertentu, apakah objek-objek atau kejadian-kejadian itu merupakan contoh atau bukan contoh.

Himpunan bilangan bulat terdiri atas himpunan bilangan asli, yaitu {1,2,3,4,…} yang selanjutnya disebut himpunan bilangan positif, bilangan nol dan himpunan lawan dari bilangan asli, yaitu {-1,-2,-3,…} yang selanjutnya disebut himpunan bilangan bulat negative. Jadi, himpunan bilangan bulat adalah {…,-3,-2,-1,0,1,2,3,…}. Sedangkan gabungan bilangan nol dan bilangan asli disebut bilangan cacah.Hubungan bilangan nol, bilangan asli, bilangan cacah dapat visualisasikan pada gambar berikut.

Penjumlahan dan pengurangan adalah salah satu bentuk pengerjaan atau operasi hitung. Penjumlahan adalah operasi hitung jumlah atau pengerjaan hitung jumlah (menambahkan), sedangkan pengurangan adalah operasi hitung kurang atau pengerjaan hitung kurang.

Bilangan bulat adalah ..., -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, ....
 Bilangan bulat terdiri dari bilangan bulat positif, bilangan bulat negatif dan bilangan nol.
 Bilangan bulat dapat ditunjukkan dengan anak panah pada garis bilangan.
 Semua bilangan di sebelah kiri nol adalah bilangan negative dan semua bilangan di sebelah kanan nol adalah bilangan positif..
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Bilangan bulat negatif

Nol

Bilangan bulat positif
Ada beberapa prinsip yang harus diperhatikan dalam penggunaan garis bilangan untuk peragaan operasi hitung pada bilangan bulat.

a. Setiap akan dilakukan peragaan, posisi awal peragaan harus dimulai dari bilangan nol (skala nol)

b. Untuk bilangan bulat positif ditunjukkan dengan ujung anak panah yang mengarah ke bilangan positif (kanan) dan untuk bilangan negatif (kiri) pada garis bilangan yang digunakan. Misalnya untuk menunjukkan bilangan 3, caranya adalah pangkal anak panah terletak di skala nol, kemudian ujung anak panah bergerak maju ke arah kanan sampai berhenti di skala 3.



Ilustrasi
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Sedangkan untuk menunjukkan bilangan -4, caranya adalah pangkal anak panah terletak di skala nol, kemudian ujung anak panah bergerak maju ke arah kirisampai berhenti di skala -4



Ilustrasi
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c. Untuk operasi hitung penjumlahan bilangan bulat, ujung anak panah bilangan yang ditambahkan duteruskan maju sejauh bilangan yang penambahnya. Perlu diperhatikan, apabila penambahnya bilangan bulat positif, maka gerakan maju anak panah harus kea rah bilangan bilangan positif (kanan). Sebaliknya apabila penambahan bilangan bulat negatif, maka gerakan maju anak panah harus ke arah bilangan bulan negatif (kiri). Hasil akhir dari penjumlahan kedua bilangan bulat tersebut dilihat dari posisi akhir ujung anak panah.

d. Operasi hitung pengurangan bilangan bulat, ujung anak panah bilangan yang dikurang diteruskan mundur sejauh bilangan yang pengurangnya. Apabila pengurangnya bilangan bulat positif, maka gerakan mundur  anak panah harus ke  arah bilangan bilangan positif . Apabila pengurangnya bilangan bulat negatif, maka gerakan mundur anak panah harus ke arah bilangan bulat negatif.  Hasil akhir dari pengurangan kedua bilangan bulat tersebut dilihat dari posisi akhir ujung anak panah.
1. Operasi Hitung Penjumlahan Bilangan Bulat

Misalkan kita akan melakukan operasi A+B peril disepakati A disebut bilangan pertama dan B disebut bilangan kedua. Selanjutnya aturan operasi penjumlahan dua bilangan bulat adalah sebagai berikut:

· Buat anak panah bilangan pertama dengan pangkal di nol

· Buat anak panah bilangan kedua dengan pangkal di ujung bilangan pertama

· Hasil penjumlahan kedua bilangan ditunjukkan dengan anak panah dengan pangkal nol dan berujung di ujung bilangan kedua

Sehingga bilangan-bilangan baru tersebut merupakan perluasan bilangan asli, yaitu -1, -2, -3, -4,… yang disebut sebagai bilangan bulat negative. Dengan demikian garis bilangan bulat adalah sebagai berikut: 
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Dengan demikian bilangan bulat terdiri dari:

· Bilangan-bilangan yang bertanda positif yang disebut sebagai bilangan bulat positif, yaitu 1, 2, 3, 4, 5,…

· Bilangan nol, yaitu 0

· Bilangan-bilangan yang bertanda negatif  yang disebut bilangan bulat negative, yaitu -1, -2, -3, -4, -5, -6…


Jadi bilangan bulat negatif pertama kali dikenalkan dengan kasus penjumlahan dan pengurangan tersebut. Selanjutnya bilangan bulat negatif dapat dikenalkan melalui kegiatan atau kejadian yang saling bertentangan disekitar kita, misalnya:

· Jika berjalan ke arah utara disebut ke arah positif, maka berjalan ke arah selatan disebut ke arah selatan.

· Jika berbuat baik diartikan sebagai berbuat positif, maka berbuat buruk di artikan sebagai berbuat negatif.

· Hutang diartikan sebagai bilangan negatif, misalnya hutang 100 rupiah sama halnya punya uang -100 rupiah.

· Di negara empat musim suhu 6 derajat di bawah nol diartikan sebagai suhu -6 derajat.

· Rugi diartikan sebagai bilangan bilangan negatif misalnya rugi 1000 rupiah sama halnya untung -1000 rupiah.

2. Sifat Operasi Hitung Penjumlahan Bilangan Bulatdua bilangan bulat

Disini akan dibahas sifat-sifat operasi hitung penjumlahan bilangan bulat, yaitu sifat tertutup, sifat pertukaran (komutatif), sifat pengelompokan (asosiatif), sifat identitas dan sifat invers.

Sifat Tertutup

Perhatikan himpunan bilangan bulat Z ={…,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,…},kemudian ambilah sembarang dua bilangan bulat, jumlahkan dan periksalah hasilnya. Apakah hasil penjumlahan dua bilangan bulat tersebut merupakan bilangan bulat juga? Untuk memeriksa hasil penjumlahan  dua bilangan bulat tersebut,ambillah beberapa pasang bilangan bulat. Misalnya kita ambil bilangan 5 dan -3,maka hasil penjumlahannya adalah 5+ (-3) = 2 merupakan bilangan bulat. Demikian juga untuk pasangan bilangan -8 dan  -7,hasil penjumlahan -8 dan -7 adalah -8+ (-7) = -15 dapat disimpulkan bahwa hasil penjumlahan dua bilangan bulat adalah bilangan bulat pula. Dengan kata lain bahwa penjumlahan bilangan bulat bersifat tertutup.

Sifat pertukaran (komutatif)

Apabila kita ambil dua bilangan bulat, kemudian kita jumlahkan, apakah hasil penjumlahan bilangan pertama ditambah bilangan kedua sama dengan hasil penjumlahan penjumlahan bilangan kedua ditambah bilangan pertama? Untuk memeriksa, kita ambil dua bilangan bulat, misalnya 8 + (-5)  apakah sama dengan -5 + 8?. Hasil 8 + (-5) = 3 dan -5 + 8 = 3. Dengan demikian 8 + (-5) =-5 + 8 artinya penjumlahan dua bilangan bulat dapat dipertukarkan, atau dapat dikatakan bahwa penjumlahan dua bilangan bulat bersifat komutatif. Kebenaran prinsipnya itu dapat diperiksa untuk beberapa pasangan bilangan bulat yang lainnya. Untuk sebarang bilangan bulat a dan b berlaku: 

Sifat Pengelompokan (Asosiatif)

Untuk memahami sifat pengelompokan operasi hitung penjumlahan bilangan bulat, cermatilah contoh berikut (3 + (-5)) + 8 dan 3 + ((-5) + 8), apakah memperoleh hasil  yang sama? Hasil penjumlahan (3 + (-5)) + 8 = -2 + 8 = 6 dan 3 + ((-5) + 8) = 3 + 3 = 6 ternyata hasilnya sama. Demikian juga dapat diperiksa penjumlahan ((-3) + (-4)) + (-5) dan (-3) +((-4) + (-5)), hasil penjumlahan ((-3) + (-4)) + (-5) = -7 + -5 = -12 dan (-3) +((-4) + (-5)) = (-3) + (-9) = -12 ternyata hasilnya sama.

Penjumlahan tiga buah bilangan bulat denhgan bilangan pertama dikelompokkan dengan bilangan kedua terlebih dahulu, kemudian ditambahkan dengan bilangan ketiga hasilnya sama dengan penjumlahan bilangan kedua dikelompokkan dengan bilangan ketiga terlebih dahulu kemudian hasilnya ditambahkan dengan bilangan pertama. Dalam hal ini, maka penjumlahan bilangan bulat berlaku sifat pengelompokan (asosiatif). Untuk sebarang tigs bilangan bulat a, b, dan c berlaku:

Sifat Bilanga Nol ( Unsur Identitas)

Nol yang dinotasikan dengan “0” adalah salah satu anggota dari himpunan bilangan bulat. Penjumlahan bilangan nol dengan sebarang bilangan bulat akan menghasilkan bilangan bulat itu sendiri.

Contoh:

a. 4 + 0 = 4

b. 0 + 4 = 4

c. (-5) + 0 = -5

d. 0 + (-5) = -5

e. 0 + 0 = 0

Secara umum dapat disimpulkan bahwa, untuk sebarang bilangan bulat a berlaku: 
Sifat Inves Penjumlahan (lawan suatu bilangan bulat)

Salah satu cara memahami adanya lawan suatu bilangan bulat adalah dengan memperhatikan garis bilangan seperti berikut:

Ilustrasi
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Pada garis bilangan di atas tampaklah bahwa titik yang bertanda negative dan positif masing-masing mempunyai jarak yang sama terhadap titik 0. Contohnya titik 1 dan -1 berjarak sama dengan titik 0. Demikian juga titik-titik 2, 3, 4, … dan titik -2, -3, -4, … masing-masing berjarak sama terhadap titik 0. Apabila diperhatikan lebih lanjut bahwa letak titik yang bertanda 1, 2, 3, 4, …, berseberangan dengan titik-titik yang bertanda -1, -2, -3, -4, …. Hal ini dapat diartikan bahwa titik bertanda 1 berlawanan letaknya terhadap titik bertanda 0dengan titik bertanda -1. Demikian juga titik-titik 2,3,4, … berlawanan letaknya terhadap titik bertanda 0 dengan titik bertanda -2,-3,-4, …

Selanjutnya dlihat dari hasil penjumlahan dua bilangan yang saling berlawanan, misalnya kita ambil beberapa contoh berikut.

1. (-1) + 1 = 0

2. 1 + (-1) = 0

3. 2 + (-2) = 0

4. (-2) + 2 = 0

Berdasarkan contoh-contoh di atas tampaklah bahwa penjumlahan dua bilangan yang saling berlawanan hasilnya 0. Dengan demikian , dapat disimpulkan bahwa lawan dari sembarang bilangan negatif dari bilangan bulat itu sendiri; dan penjumlahan dua bilangan buah bilangan bulat yang saling berlawanan hasilnya 0.

Untuk sembarang bilangan bulat a memiliki invers jumlah –a (dapat juga dikatakan bahwa invers jumlah dari -a adalah a) dan berlaku a + (-a) = (-a) + a= 0
3. Operasi Hitung Pengurangan Bilangan Bulat

Pada operasi pengurangan bulat diuraikan bagaimana pengurangan dua bilangan bulat sebagai penjumlahan dengan lawannya, dan pengurangan bilangan bulat dengan menggunakan garis bilangan. Pengurangan a-b didefinisikan sebagai penjumlahan a dengan lawannya b. contoh-contoh berikut akan menjelaskan bagaimana pengurangan dua bilangan bulat.
Contoh:

Nyatakan 8-3 pada garis bilangan dan tentukan hasilnya!

Jawaban

8 – 3 = 8 + (-3) = 5

Ilustrasi 
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Jadi 8 – 3 = 5

Contoh:

Nyatakan 4 – (-3) pada garis bilangan dan tentukan hasilnya!

Jawaban

4 – (-3) = 4 + 3 = 7
Ilustrasi
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Jadi 4 – (-3) = 7

Contoh:

Nyatakan (-8) –(-3) pada garis bilangan dan tenyukan hasilnya!

Jawaban

(-8) + 3 = -5 
Ilustrasi
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Jadi (-8) – (-3) = -5

4. Sifat Operasi Hitung Pengurangan Bilangan Bulat

Sifat Tertutup

Perhatikan himpunan bilangan bulat Z ={…,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,…},kemudian ambilah sembarang dua bilangan bulat, kurangkanlah dan periksalah hasilnya! Apakah hasil pengurangan dua bilangan bulat tersebut merupakan bilangan bulat juga? Untuk memeriksa hasil pengurangan  dua bilangan bulat tersebut,ambilah beberapa pasang bilangan bulat. Misalnya kita ambil bilangan 5 dan -3,maka hasil pengurangannya adalah 5- (-3) = 8 merupakan bilangan bulat. Demikian juga untuk pasangan bilangan -8 dan        -7,hasil pengurangan -8 dan -7 adalah -8 - (-7) = -1 juga merupakan bilangan bulat. Dapat disimpulkan bahwa hasil pengurangan dua bilangan bulat adalah bilangan bulat pula. Dengan kata lain bahwa penjumlahan bilangan bulat bersifat tertutup.
Sifat Pertukaran (Komutatif)

Apabila kita ambil dua bilangan bulat, kemudian kita kurangkan, apakah hasil pengurangan  bilangan pertama dikurangkan bilangan kedua sama dengan hasil pengurangan bilangan kedua ditambah bilangan pertama? Untuk memeriksa, kita ambil dua bilangan bulat, misalnya 8  - (-5)  apakah sama dengan (-5) - 8?. Hasil 8 - (-5) = 13 dan ( -5) - 8 =- 13. Dengan demikian 8 - (-5)  = (-5) - 8 artinya pengurangan dua bilangan bulat dapat dipertukarkan, atau dapat dikatakan bahwa pengurangan dua bilangan bulat bersifat komutatif. Dapat diperiksa untuk beberapa pasangan bilangan bulat yang lainnya.
F. Pembelajaran Konsep Penjumlahan dan Pengurangan Bilangan Bulat yang Berorientasi pada Teori Bruner

Kata “pembelajaran “ adalah terjemahan dari “instruction”yang banyak dipakai dalam dunia pendidikan di Amerika Serikat. Istilah ini banyak dipengaruhi oleh aliran psikologi kognitif holistik, yang menempatkan siswa sebagai sumber dari kegiatan.

Siswa adalah salah satu komponen manusiawi yang menempati posisi sentral dalam proses pembelajaran baik di kelas maupun di luar kelas.
sebab relevan dengan uraian di atas bahwa siswa atau anak didiklah yang menjadi pokok permasalahan dan sebagai sentral perhatian. 

Dalam istilah ”pembelajaran” yang lebih dipengaruhi oleh perkembangan hasil – hasil tehnologi yang dapat dimanfaatkan untuk kebutuhan belajar, siswa diposisikan sebagai subyek belajar yang memegang peran utama, sehingga dalam setting proses belajar mengajar siswa dituntut beraktifitas secara penuh. Bahkan secara individual mempelajari bahan pelajaran. Dengan demikian, kalau dalam istilah “mengajar ( pengajaran )” atau “teaching” menempatkan guru sebagai “pemeran utama” memberikan informasi,maka dalam “instruction” guru lebih banyak berperan sebagai fasilitator,memanageberbagai sumber dan fasilitasuntuk dipelajari siswa.

Untuk mengupayakan penanaman konsep matematika (ide) ke dalam skemata siswa, pembelajaran harus disusun berdasarkan tingkatan modus belajar tertentu, yaitu pengalaman langsung, pengalaman piktoral atau gambar dan pengalaman abstrak atau simbol.
Hal ini sejalan dengan tahapan penyajian matematika yang disarankan oleh Bruner, yang dimulai dengan penyajian enaktif (benda konkret), kemudian ikonik (gambar/semi konkret), dan terakhir simbolik (abstrak).

Pembelajaran konsep penjumlahan dan pengurangan bilangan bulat dapat diajarkan berorientasi pada tahapan penyajian yang disarankan oleh Bruner. Pada tahap enaktif, siswa memanipulasi benda konkret atau alat peraga garis bilangan dengan cara tidak memakai diagram panah tetapi benda konkret mainan kodok dari kertas. Sehingga pembelajaran tidak kelihatan abstrak dan siswa dapat terlibat langsung dalam pengoperasian bilangan bulat.

Pada tahap ikonik, siswa mengamati gambar garis bilangan dan gambar kodok di papan tulis.Saat mengamati, siswa diharapkan dapat melihat dan memahami keteraturan-keteraturan atau ide-ide yang terkait dengan konsep kerja gambar garis bilangan dan gambar kodok yang merupakan terjemahan alat peraga pada tahap enaktif.Sehingga siswa tidak terpaku pada benda konkret.

Pada tahap simbolik, siswa menggunakan simbol secara langsung untuk melakukan operasi hitung penjumlahan dan pengurangan bilangan bulat.Jadi pada tahap ini alat peraga sudah tidak dipergunakan dalam pembelajaran.

Pembelajaran yang berorientasi pada teori belajar Bruner tampaknya dapat meningkatkan pemahaman konsep operasi hitung penjumlahan dan pengurangan bilangan bulat pada siswa kelas IV SD/MI. Hal ini dapat diterima karena pembelajaran yang berorientasi pada teori Bruner ini memungkinkan siswa belajar dengan pemahaman dan sesuai dengan tingkat perkembangan intelektual siswa.Untuk itu perlu disusun suatu pembelajaran yang memungkinkan siswa memperoleh pengetahuan konseptual dan pengetahuan prosedural melalui penyajian enaktif, ikonik, dan simbolik.
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Unsur yang didefinisikan








Aksioma/


postulat





Teorema/ dalil





Unsur yang tidak didefinisikan





a + b = b + a





(a + b) + c = a + (b + c)





a + 0 = 0 + a = a
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